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用 Rosenbluth 势表示的 Fokker-Planck 碰撞算子
从碰撞项的定义出发推导出 Rosenbluth 势表示的 Fokker-Planck 碰撞

算子。Rosenbluth势表示的 Fokker-Planck碰撞算子将库仑碰撞，微分散射
截面，碰撞的转移几率联系起来。
其基本思路为
1. 根据碰撞项的定义

(
δfa
δt

)c =
fa(r,va, t)− fa(r,va, t−∆t)

∆t
(1)

其中 fa(r,va, t) 为 t 时刻，粒子处在位置 r，速度 va 的概率分布密度，
只要求出 fa(r,va, t) 和 fa(r,va, t−∆t) 的表达式，即可求出碰撞项 ( δfa

δt
)c。

2. 假定每一次碰撞使速度粒子速度发生一个变化 va → va +∆va，则
有

fa(r,va, t) =

∫
d(∆va)fa(r,va −∆va, t−∆t)

· ψ(va −∆va,∆va, t−∆t) (2)

其中 ψ(va −∆va,∆va, t−∆t) 为转移概率分布密度，是 t−∆t 时刻速
度 va −∆va，粒子速度改变量 ∆va 的函数，表示粒子在 t 时刻处于位置 r，
速度 v 的概率分布密度 fa(r,va, t)，为粒子在 t −∆t 时刻处在位置 r，速
度为 va −∆va 的概率密度 fa(r,va −∆va, t −∆t) 在 ∆t 时间间隔内以转
移几率 d(∆va) · ψ(va −∆va,∆va, t−∆t) 转移而得。

3. 两个假设
(1). 转移概率 ψ 与时间无关，即 ψ = ψ(va −∆va,∆va)，并且有归一

化条件 ∫
ψ(va −∆va,∆va)d(∆va) = 1 (3)

这个为马尔科夫近似。意味着碰撞使状态发生变化的概率和历史无关。
(2). 每次碰撞引起的粒子速度改变 ∆va 足够小，可以用它来作为小量

来展开 fa 和 ψ。
4. 将方程 (2) 中 fa(r,v−∆v, t−∆t) 在 fa(r,v, t−∆t) 处按 ∆v 作泰
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勒展开到二阶并化简得 Fokker-Planck 方程

fa(r,va, t) =

∫
d(∆va)[fa(r,va −∆va, t−∆t) + (−∆va) ·

∂fa(r,va −∆va, t−∆t)

∂va

]|∆va=0

+
1

2
(∆va∆va) :

∂2fa(r,va −∆va, t−∆t)

∂va∂va

|∆va=0 + . . . ]

× [ψ(va,∆va) + (−∆va) ·
∂ψ(va −∆va,∆va)

∂va

|∆va=0

+
1

2
(∆va∆va) :

∂2ψ(va −∆va,∆va)

∂va∂va

|∆va=0 + . . . ]

=

∫
d(∆va)[fa(ra,va, t−∆t)ψ(va,∆va)

− ∂(fa(r,va −∆va, t−∆t)ψ(va −∆va,∆va))

∂va

|∆va=0 ·∆va

+
1

2

∂2(fa(r,va −∆va, t−∆t)ψ(va −∆va,∆va))

∂va∂va

|∆va=0 : (∆va∆va)]

利用转移概率 ψ 的归一化条件，并且 fa(r,va, t−∆t) 与积分无关，则
有

fa(r,va, t) =fa(r,va, t−∆t)− ∂

∂v · [fa(r,va, t−∆t)

∫
d(∆va)ψ(va −∆va,∆va)∆va]

+
1

2

∂2

∂va∂va

: [fa(r,va, t−∆t)

∫
d(∆va)ψ(va −∆va,∆va)∆va∆va]

(4)

令
⟨∆va⟩ =

1

∆t

∫
d(∆va)ψ(va −∆va,∆va)∆va (5)

⟨∆va∆va⟩ =
1

∆t

∫
d(∆va)ψ(va −∆va,∆va)∆va∆va (6)

⟨∆va⟩ 为动力学摩擦系数，碰撞使粒子系速度减慢，⟨∆va∆va⟩ 为扩散
系数，碰撞使速度分布函数在速度空间弥散，则有

(
δfa
δt

)c =− ∂

∂va

· (fa(r,va, t−∆t)⟨∆va⟩) (7)

+
1

2

∂2

∂va∂va

: (fa(r,va, t−∆t)⟨∆va∆va⟩)

将方程 (7) 带入玻尔兹曼方程

∂fa
∂t

+ va ·
∂fa
∂r +

F
m

· ∂fa
∂va

= (
δfa
δt

)c
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图 1: 微分散射截面

则有

∂fa
∂t

+ va ·
∂fa
∂r +

F
m

· ∂fa
∂va

=− ∂

∂va

· (fa(r,va, t−∆t)⟨∆va⟩)

+
1

2

∂2

∂va∂va

: (fa(r,va, t−∆t)⟨∆va∆va⟩)

即为 Fokker-Planck 方程。
5. 由库仑碰撞确定转移概率 ψ(va −∆va,∆va) 的具体表达式，进而求

出摩擦系数 ⟨∆va⟩ 和扩散系数 ⟨∆va∆va⟩
(a). 一个服从 fa(va) 分布的粒子与一个服从 fb(vb) 分布的粒子相碰时，

a 粒子落入立体角元 dΩ 的概率即微分散射截面为

dσ

dΩ

dσ = bdϕdb, dΩ = sin θdθdϕ (8)

其中 dσ 为散射截面的微元，b 为碰撞参数，θ 为散射角，ϕ 为方位角。
dσ
dΩ
表示单位时间，散射到单位立体角 dΩ，散射角范围在 θ 和 θ+∆θ 之间

的粒子数与单位时间内通过单位横截面 dσ 的入射粒子数之比。
(b). 在单位时间内，一个服从 fa(va) 分布的粒子与一群服从 fb(vb) 的

粒子相碰时，va 和 vb 表示 a 类粒子和 b 类粒子在质心系中的速度，a 类粒
子落入立体角元 dΩ 的概率正比于

dσ

dΩ
∆t|va − vb|fb(vb)dvb
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图 2: 微分散射截面
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图 3: 粒子的速度分布
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表示单位时间内速度为 va 的粒子和一群 fb(vb) 中速度为 vb，总粒子
数为 ∆t|va − vb|fb(vb)dvb 的粒子碰撞后，落入立体角 dΩ 的概率。则有

ψ(va,∆va)d(∆va) = ∆t
∑
b

|va − vb|dσfb(vb)dvb
dσ

dΩ
(9)

带入公式 (5),(6) 得

⟨∆va⟩ =
∑
b

∫
dvbf(vb)

∫
dΩ|va − vb|(∆va)

dσ

dΩ

⟨∆va∆va⟩ =
∑
b

∫
dvbf(vb)

∫
dΩ|va − vb|(∆va∆va)

dσ

dΩ

由库仑散射公式
tan

θ

2
=
b⊥
b

其中

b⊥ =
zazbe

2

4πmrε0v2

λD =
vth

ωpe

=
vth

( ne2

meε0
)1/2

其中 za, zb 为入射粒子和靶粒子的核电荷数，mr 为约化质量

mr =
mamb

ma +mb

ε0 为真空介电常数，v 为无穷远处 a, b 类粒子相对速度，v = va −vb。
由

dσ

dΩ
= − bdϕdb

sin θdθdϕ = − b

sin θ
db

dθ

其中的负号是因为 db 和 dθ 的符号相反，如下图
可得

dσ

dΩ
=

b2⊥
4 sin4 θ

2

(10)

此即为卢瑟福散射公式。
在质心坐标系中，入射粒子速度的改变量

∆va =
mb

ma +mb

∆v
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图 4: db 与 dθ 之间的关系

(c). 引入局部直角坐标系，以方便计算相对速度改变量 ∆v，局部坐标
系的坐标基矢和实验室坐标系坐标基矢的关系为

e′
1 =

v
v
, e′

2 =
e3 × v

[(v(1))2 + (v(2))2]
1
2

, e′
3 = e′

1 × e′
2

其中 e1, e2, e3 指实验室坐标基矢（固定坐标系，实验室坐标系和质心
坐标系坐标基矢相同），e′

1, e′
2, e′

3 指局部坐标基矢，v(1), v(2) 为相对速度
v 沿 e1, e2 的分量。[2]
如下图
局部坐标系中粒子相对速度的改变如图
其中入射粒子初速度方向为 e′

1，粒子偏转角 θ 和方位角 ϕ（图中角度
值仅为参考）。由图可知，在局域坐标系中

∆vL = v′ − v

= v[(cos θ − 1)e′
1 + sin θ cosϕe′

2 + sin θ sinϕe′
3] (11)
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图 5: 局域坐标系和实验室坐标系之间的关系

图 6: 局域坐标系中粒子相对速度的改变
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∆vL∆vL =v2((cos θ − 1)2e′
1e′

1 + (cos θ − 1) sin θ cosϕe′
1e′

2 + (cos θ − 1) sin θ sinϕe′
1e′

3

sin θ(cos θ − 1) cosϕe′
2e′

1 + sin2 θ cos2 ϕe′
2e′

2 + sin2 θ cosϕ sinϕe′
2e′

3+

sin θ(cos θ − 1) sinϕe′
3e′

1 + sin2 θ sinϕ cosϕe′
3e′

2 + sin2 θ sin2 ϕe′
3e′

3)

(12)

在实验室坐标系中有

∆v(µ) = (eµ · e′
ν)∆v

(ν)
L

∆v(µ)∆v(ν) = (eµ · e′
σ)(eν · e′

ω)∆v
(σ)
L ∆v

(ω)
L

其中上指标 µ, ν, σ, ω 代表在实验室坐标系下和局域坐标系下相对速
度变化的分量，重复指标表示求和，第一个式子表明实验室坐标系下相对速
度改变量的某分量的值为局域坐标系下相对速度改变量各个分量在实验系
坐标系下该分量投影的和。

(d). 求解局域坐标系下立体角积分项，再将其转换到实验室坐标系下
令

{∆v(µ)L } =

∫
dΩ(∆v

(µ)
L )v

dσ

dΩ

{∆v(µ)} =

∫
dΩ(∆v(µ))v

dσ

dΩ

将 (10) 式，(11) 式代入得

{∆v(1)L } =

∫
|v| b2⊥

4 sin4 θ
2

∆v
(1)
L dΩ

=

∫ π

0

∫ 2π

0

b2⊥
4 sin4 θ

2

(cos θ − 1)v2 sin θdθdϕ

= −2πv2b2⊥

∫ π

0

2 sin2 θ
2
2 sin θ

2
cos θ

2

4 sin4 θ
2

dθ

= −4πv2b2⊥

∫ π

0

1

sin θ
2

d sin θ
2

= −4πv2b2⊥[ln 1− ln(sin 0)]
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对方程进行截断得 [2]

{∆v(1)L } = −4πv2b2⊥ ln(2/θmin)

≈ −4πv2b2⊥ lnΛ

= − z21z
2
2e

4

4πε20m
2
rv

2
lnΛ (13)

同理得

{∆v(2)L } = 0

{∆v(3)L } = 0

即有

{∆vL} = − z21z
2
2e

4

4πε20m
2
rv

2
lnΛe′

1

{∆vL∆vL} =

∫
v

b2⊥
4 sin4 θ

2

∆vL∆vLdΩ

=

∫ π

0

∫ 2π

0

v3
b2⊥

4 sin4 θ
2

[(cos θ − 1)2e′
1e′

1

+ sin2 θ cos2 ϕe′
2e′

2 + sin2 θ sin2 ϕe′
3e′

3] sin θdϕdθ

=v3b2⊥(2π

∫ π

0

sin θdθe′
1e′

1 +

∫ 2π

0

cos2 ϕdϕ
∫ π

0

sin3 θ

4 sin4 θ
2

dθe′
2e′

2∫ 2π

0

sin2 ϕdϕ

∫ π

0

sin3 θ

4 sin4 θ
2

dθe′
3e′

3)

=v3b2⊥[4πe′
1e′

1 + π

∫ π

0

2 cos3 θ
2

sin θ
2

dθ(e′
2e′

2 + e′
3e′

3)]

=v3b2⊥[4πe′
1e′

1 + 2π

∫ π

0

(1− sin2 θ
2
) cos θ

2

sin θ
2

dθ(e′
2e′

2 + e′
3e′

3)]

=v3b2⊥[4πe′
1e′

1 + (4π

∫ π

0

1

sin θ
2

d sin θ
2
− 4π

∫ π

0

sin θ
2
d sin θ

2
)(e′

2e′
2 + e′

3e′
3)]

=v3b2⊥{4πe′
1e′

1 + [4π ln(sin θ
2
)|π0 − 2π](e′

2e′
2 + e′

3e′
3)}

对方程进行截断得 [2]

{∆vL∆vL} = 4πv3b2⊥e′
1e′

1 + v3b2⊥(4π lnΛ− 2π)(e′
2e′

2 + e′
3e′

3) (14)
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进一步截断，大多数情况下 lnΛ ≫ 1，则有

{∆vL∆vL} = 4πv3b2⊥ lnΛ(e′
2e′

2 + e′
3e′

3)

=
z2az

2
be

4

4πε20m
2
rv

lnΛ(e′
2e′

2 + e′
3e′

3)

=
z2az

2
be

4

4πε20m
2
rv

lnΛ(
⃗⃗I − e′

1e′
1)

由

∆v(µ) = (eµ · e′
ν)∆v

(ν)
L

∆v(µ)a =
mb

ma +mb

∆v(µ) =
mr

ma

∆v(µ)

得

{∆v(µ)a } = − z2az
2
be

4

4πε20mrmav2
lnΛ(eµ · e′

1)e′
1

= − z2az
2
be

4

4πε20mrmav2
lnΛ

v(µ)

v

= − z2az
2
be

4

4πε20mrma

lnΛ
v(µ)

v3

则有

{∆va} = − z2az
2
be

4

4πε20mrma

lnΛ
v
v3

⟨∆va⟩ =
∑
b

∫
dvbfb(vb){∆va}

= − z2ae
4

4πε20mrma

lnΛ
∑
b

z2b

∫
dvbfb(vb)

v
v3

= − z2az
2
be

4

4πε20mrma

nb lnΛ
v
v3

= −z
2
az

2
b lnΛ

4πnb

n2
be

4

m2
aε

2
0

ma

mr

v
v3

其中 zb 为常数，可以提出求和号外

nb =
∑
b

∫
dvbfb(vb)
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由

∆v(µ)∆v(ν) = (eµ · e′
σ)(eν · e′

ω)∆v
(σ)
L ∆v

(ω)
L

∆v(µ)a =
mb

ma +mb

∆v(µ)

=
mr

ma

∆v(ν)

可得

{∆v(µ)a ∆v(ν)a } =(
mr

ma

)2(eµ · e′
σ)(eν · e′

ω)∆v
(σ)
L ∆v

(ω)
L

=
z2az

2
be

4

4πε20m
2
av

lnΛ(eµ · e′
σ)(eν · e′

ω)(
⃗⃗I − e′

1e′
1) : (e′

σe′
ω)

=
z2az

2
be

4

4πε20m
2
av

lnΛ(eµ · e′
σ)(eν · e′

ω)(δσω − δ1σδ1ω)

=
z2az

2
be

4

4πε20m
2
av

lnΛ(eµeν) : (e′
σe′

ωδσω − e′
1e′

1)

=
z2az

2
be

4

4πε20m
2
av

lnΛ(eµeν) : (
⃗⃗I − e′

1e′
1)

=
z2az

2
be

4

4πε20m
2
av

lnΛ[δµν −
v(µ)v(ν)

v2
]

=
z2az

2
be

4

4πε20m
2
a

lnΛ
1

v
[δµν −

v(µ)v(ν)

v2
]

则有

{∆va∆va} =
z2az

2
be

4

4πε20m
2
a

lnΛ
1

v
(
⃗⃗I − vv

v2
)

⟨∆va∆va⟩ =
∑
b

∫
dvbfb(vb){∆va∆va}

=
z2ae

4

4πε20m
2
a

lnΛ
∑
b

z2b

∫
dvbfb(vb)

1

v
(
⃗⃗I − vv

v2
)

=
z2az

2
b lnΛ

4πnb

n2
be

4

m2
aε

2
0

1

v
(
⃗⃗I − vv

v2
)

由
v = [(v(µ)a − v

(µ)
b )(v(µ)a − v

(µ)
b )]

1
2
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注意到
∂

∂v
(µ)
a

1

v
=

∂

∂v
(µ)
a

{ 1

[(v
(µ)
a − v

(µ)
b )(v

(µ)
a − v

(µ)
b )]

1
2

}

= −1

2

1

[(v
(µ)
a − v

(µ)
b )(v

(µ)
a − v

(µ)
b )]

3
2

∂

∂v
(µ)
a

[(v(µ)a − v
(µ)
b )(v(µ)a − v

(µ)
b )]

= − (v
(µ)
a − v

(µ)
b )

[(v
(µ)
a − v

(µ)
b )(v

(µ)
a − v

(µ)
b )]

3
2

= −v
(µ)

v3

即
∂

∂va

1

v
= − v

v3

∂

∂v
(µ)
a ∂v

(ν)
a

v =
∂

∂v
(ν)
a

(
∂

∂v
(µ)
a

v)

=
∂

∂v
(ν)
a

{ ∂

∂v
(µ)
a

[(v(µ)a − v
(µ)
b )(v(µ)a − v

(µ)
b )]

1
2 }

=
∂

∂v
(ν)
a

{1
2

1

[(v
(µ)
a − v

(µ)
b )(v

(µ)
a − v

(µ)
b )]

1
2

∂

∂v
(µ)
a

[(v(µ)a − v
(µ)
b )(v(µ)a − v

(µ)
b )]}

=
∂

∂v
(ν)
a

{v
(µ)
a − v

(µ)
b

v
}

=
∂

∂v
(ν)
a

(v(µ)a − v
(µ)
b )

1

v
+

∂

∂v
(ν)
a

1

v
(v(µ)a − v

(µ)
b )

=
δµν
v

− v(µ)v(ν)

v3
=

1

v
(δµν −

v(µ)v(ν)

v2
)

即
∂

∂va∂va

v =
1

v
(
⃗⃗I − vv

v2
)

因此

{∆va} =
z2az

2
be

4 lnΛ

4πε20m
2
a

ma

mr

∂

∂va

1

v

= Γa
ma

mr

∂

∂va

1

v

{∆va∆va} =
z2az

2
be

4

4πε20m
2
a

lnΛ
∂

∂va∂va

v

= Γa
∂

∂va∂va

v
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其中

Γa =
z2az

2
be

4

4πε20m
2
a

lnΛ

将 {∆va}，{∆va∆va} 分别代入 ⟨∆va⟩ 和 ⟨∆va∆va⟩ 中得

⟨∆va⟩ =
∑
b

∫
dvbfb(vb){∆va}

=
∑
b

∫
dvbfb(vb)Γa

ma

mr

∂

∂va

1

v

= Γa
∂

∂va

[
∑
b

ma

mr

∫
dvbfb(vb)

1

v
]

= Γa
∂Ha

∂va

其中

Ha(va) =
∑
b

ma

mr

∫
dvbfb(vb)

1

v
=

∑
b

ma +mb

mb

∫
dvbfb(vb)

1

v

同理

⟨∆va∆va⟩ =
∑
b

∫
dvbfb(vb){∆va∆va}

=
∑
b

z2az
2
be

4

4πε20m
2
a

lnΛ

∫
dvbfb(vb)

∂

∂va∂va

v

= Γa
∂2

∂va∂va

∑
b

∫
dvbvfb(vb)

= Γa
∂2Ga

∂va∂va

其中
Ga =

∑
b

∫
dvbvfb(vb)

因此有 Fokker-Planck 方程

∂fa
∂t

+ va ·
∂fa
∂r +

F
m

· ∂fa
∂va

=− ∂

∂va

· (fa(r,va, t−∆t)Γa
∂Ha

∂va

)

+
1

2

∂2

∂va∂va

: (fa(r,va, t−∆t)Γa
∂Ga

∂va∂va

)
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其中
Ha =

∑
b

ma +mb

mb

∫
dvbfb(vb)

1

v

Ga =
∑
b

∫
dvbvfb(vb)

Γa =
z2az

2
be

4

4πε20m
2
a

lnΛ
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